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 УДК 517.9 
ІСНУВАННЯ ІНВАРІАНТНИХ ТОРОЇДАЛЬНИХ МНОЖИН 
СИСТЕМ ІНТЕГРО-ДИФЕРЕНЦІАЛЬНИХ РІВНЯНЬ 
Г.В. Завізіон, І.Г. Ключник 
Доведено існування диференційованих інваріантних торів систем інтегро-
диференціальних рівнянь. 
Доказано существование дифференцируемых инвариантных торов систем  интегро-
дифференциальних уравнений. 
Prove existence of  differentiate invariant tori of the system of  integral-differential 
equation.  
В [1-3]  досліджуються динамічні системи в 
n
m E  і зроблено огляд 
результатів в [4]. В [5]  доводяться теореми існування інваріантних множин 
для систем із запізненням, а в [6]  доводиться існування  липшицевих торів 
нелінійних систем із запізненням. В даній статті, використовуючи ідеї [7], 
доводяться теореми існування інваріантних множин системи  інтегро-
диференціальних рівнянь і вказується алгоритм їх побудови. 
Розглянемо систему інтегро-диференціальних рівнянь 
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T  – число. Припустимо, що   00,, c , тобто при 0  система (1) має 
інваріантний тор 0y . 
 Згідно [7], інваріантну  множину системи  (1) будемо шукати у вигляді 
),( uy  , де ),( u  – неперервна функція, періодична по   з періодом 2 . 
Нехай    )(),(tt  розв’язок  системи рівнянь )),,(,( 
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dt
d
 , де  , - 
довільні сталі, ),( u - деяка періодична функція з періодом 2 . Функцію  
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),( u  будемо визначати, як інваріантну множину системи (1), якщо для всіх 
 t  виконується тотожність 
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Для відшукання інваріантної множини )(  застосуємо ітераційний метод, 
який дає можливість знаходити )( , як границю послідовності торів 
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Можливість знаходити тор )(  таким шляхом обґрунтовує лема 1 з [7]. 
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З співвідношення (5) випливає рівномірна обмеженість і рівностепена 
неперервність послідовності ...)1,0( iit для довільного скінченого відрізка .1T  
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яка є  інваріантною тороїдальною множиною системи (4).  
 Випуск  67                                      Серія: Математичні науки    НАУКОВI ЗАПИСКИ 
 54 
Розглянемо систему рівнянь 
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функції. Вірною є лема, доведення якої аналогічно приведеному в [7].  
Лема 1. Припустимо, що система рівнянь (7) така, що знайдуться ціле r  
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Доведення. Оскільки 00 u , то теорема справедлива при 0i . 
Припустимо, що вона має місце для ki   і доведемо, що інваріантний тор 
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При такому наборі 0 , для всіх 0   до системи (12) можна 
застосовувати лему 1, згідно якої існує тор ),(:)( 11    kk uy , для якого вірна 
оцінка 
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Але, згідно (10) і монотонного  спадання ),( 0dLr  по змінній d , маємо  
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Рівності (27), (29), (30) із [5] показують спосіб вибору 0  для випадку 
0r . Теорема доведена. 
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Вірною є така допоміжна лема. 
Лема 2. Мають місце нерівності 
                                                            ,11  tkkt e                                   (17) 
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Застосовуючи до останньої нерівності теорему 1.2 із [8] одержуємо нерівність 
(17). З (17) випливає справедливість наступної нерівності 
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Застосувавши до нерівностей (36),(37) з [5]  теорему 1.2 із [8] випливає 
виконання нерівності (18). 
Доведемо збіжність послідовності інваріантних торів (3). Так як функція 
),(1 ku  задає інваріантний тор системи (5) при ki  , то вона задовольняє 
тотожності 
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При 0t  нерівність набирає вигляду 
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де  )(0
k  . 
З (20) випливає тотожність 
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Тотожність (21) перепишемо у вигляді 
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З співвідношення (22) випливає, що ),(1   ky  є інваріантним тором 
системи  
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В силу того, що система (24) має вигляд системи (12), то ),(1   ky  можна 
записати через функцію Гріна задачі про інваріантні тори системи (24) у 
вигляді  
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причому для 0  , в силу нерівності (9), вірною є оцінка  
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Враховуючи вигляд функції ),( kc  визначений рівністю (23) маємо 
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Знайдемо наступні оцінки 
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Підставляючи (26) в (25) і використовуючи лему 2 одержимо 
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Враховуючи (10) з нерівності (27) знаходимо 
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де  — додатня константа, менша одиниці, при малих  . Остання нерівність 
доводить збіжність послідовності інваріантних торів (3) в просторі  mC 0  і 
неперервність граничної функції по   в точці 0  . 
 Поклавши     ,,lim uu k
k


 і  використовуючи лему Арцела методом з 
[1] можна довести    mrCu  1, . 3 леми 1 [7] і збіжності послідовності 
  ,ku  в  mrC 1  випливає наступна теорема. 
Теорема 2. Нехай функції        DCzybzybyà r ,,,,,,,,,,,, 1  і 
виконуються нерівності (10), а також для достаньо малих по нормі в 
 mmrC   функцій       ,,,, 0011 cba  система рівнянь (7) має функцію Гріна 
  ,0G  задачі об інваріантних торах, яка задовольняє нерівність (8). Тоді 
можна вказати таке 0
00   , що для всіх  0,0    система рівнянь (1) має 
інваріантний тор        mrCuuy  1,,,:  , для якого   0,lim 10  ru  . 
Таким чином, вказані умови існування інваріантних тороїдальних множин 
системи інтегро- диференціальних рівнянь і пропонується алгоритм їх 
побудови. 
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